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Bruchrechnung spielt eine tragende Rolle in Alltag und Beruf. Dennoch sind
gerade in diesem Themenbereich grofie Wissensliicken, nicht tragfihige Vor-
stellungen und mangelhafte Fertigkeiten im Umgang mit Bruchzahlen und in
der Bruchrechnung festzustellen. Woran kann es liegen, dass die Bruchrech-
nung den Schiilerinnen und Schiilern so grofse Schwierigkeiten bereitet?

Ausgehend von bestehenden Ansitzen zur Einfithrung von Bruchzahlen
wird im Rahmen dieses Artikels eine Unterrichtsreihe und deren Erprobung
vorgestellt, die sich an Handlungen zur Begriffsbildung orientiert und einen
fachlich-aufbauenden Unterrichtsgang abbildet. Sie greift Methoden des schnel-
len Feedbacks' auf, um die sich bei den Lernenden aufbauenden Vorstellungen
zu Bruchzahlen und zu mathematischen Operationen mit Bruchzahlen zu er-
fassen und, wenn notwendig, nicht tragfihige Vorstellungen frithzeitig im Rah-
men des Unterrichts in tragfihige Grundvorstellungen zu tiberfithren.

Das im Projekt entwickelte Forscherheft ,Eine Reise in die Welt der Brii-
che“ bildet den Gang der Unterrichtsreihe ab, bietet den Lernenden viele Ge-
legenheiten zum miindlichen Austausch und zum bewussten Wechsel der
Darstellungsebene sowie auch die Moglichkeit zum selbststindigen Arbeiten.
Zugleich kénnen sie Zusammenhinge entdecken und den Uberblick behalten,
welche Ziele erreicht wurden und welche Schritte folgen werden.

Im Forscherheft werden alle notwendigen (normativen) Grundvorstellun-
gen fachlich aufbauend aufgegriffen, sodass das Konzept der Bruchzahlen, das
Verfeinern und Vergrobern sowie erste Rechenoperationen handelnd anschau-
lich und zunehmend abstrahierend angelegt werden koénnen. Dabei bildet die
sprachliche Umsetzung ebenfalls einen wesentlichen Baustein zur Begriffsbil-
dung.

In Kooperation mit der Universitit Bielefeld wurden Pre- und Posttests
entwickelt und eingesetzt, um die Kompetenzentwicklung der Schiilerinnen
und Schiiler im Blick zu halten und die Unterrichtsreihe fiir eine weitere Um-
setzung erneut zu tiberarbeiten.

1 Ausgangslage und grundlegende Projektiiberlegungen

Bruch- und Anteilsvorstellungen sind ein zentrales Konzept fiir das Bildungs-
ziel eines mathematisch muindigen Biirgers. Im Schulalltag stellen viele Lehr-
krifte fest, dass die Grundvorstellungen zu Bruchzahlen und der Bruchrech-
nung hiufig nicht vollstindig angelegt wurden. Diesen Eindruck stiitzen

1 Dies wird haufig auch als , Fast-Feedback” bezeichnet und kann auch digitalisiert eingefordert werden, vgl.
z. B. Beling (2019).
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Ergebnisse von Vergleichsarbeiten im Jahrgang 8 der am Projekt beteiligten
Schulen sowie die landesweiten Ergebnisse aus der Zentralen Priifung 10 (vgl.
z.B. MSW, 2013; QUA-LiS NRW, 2015).

Obwohl gerade fiir die Einfithrung der Bruchzahlen vielfiltige Wege, Anre-
gungen und Vorhaben bekannt sind, ist auffillig, dass am Ende der Schulzeit
die individuellen Grundvorstellungen zu Bruchzahlen und zur Bruchrechnung
oftmals nicht tragfihig sind. Dies ist bereits nach einer relativ kurzen Zeit, erst
recht aber in den Jahrgangsstufen 9 und 10 feststellbar: Die Handlungszusam-
menhinge (z.B. das Schneiden von Tortenstiicken) kénnen nicht mehr in
Bezug gesetzt werden zum Kalkiil oder Vorstellungen zu Bruchzahlen sind gar
nicht erst aufgebaut worden (vgl. Abschnitt 2: Didaktisch-konzeptionelle Grund-
lagen). Die mangelnde Festigung der Vorstellungen zur Bruchrechnung liegt
vor allem an einem frithzeitigen Wechsel zum abstrakten kalkiilhaften Rech-
nen bzw. an einer mangelnden Vernetzung kalkiilhafter Operationen mit an-
schaulichen Handlungen.

Auf Grundlage dieser Beobachtungen, gestiitzt durch wissenschaftliche Ex-
pertise seitens der Arbeitsgruppe von Prof. Rudolf vom Hofe zusammen mit
Sebastian Kollhoff (Universitit Bielefeld) und Anregungen seitens der QUA-
LiS, wurde im Rahmen dieses Projekts eine Unterrichtsreihe entwickelt, durch-
gefiihrt und fachwissenschaftlich begleitet. Im Rahmen der Evaluation konnte
tiberpriift werden, ob und inwieweit die intendierten Ziele bei den Schiilerin-
nen und Schiilern erreicht wurden. Daraus wurden Anderungen an der erstell-
ten Unterrichtsreihe abgeleitet.

Kompetenzerwartungen der Kernlehrpldne

Ausgehend von diesen Uberlegungen wurden die in den Kernlehrplinen der
Hauptschule (MSW, 2011), Realschule (MSJK, 2004b) und Gesamtschule fiir
das Fach Mathematik (MSJK, 2004a) genannten Kompetenzerwartungen im
Rahmen dieses Projekts fachsystematisch analysiert und darauf aufbauend eine
Unterrichtsreihe entwickelt, die Wege zur Stirkung des inhaltlichen Denkens
aufzeigt.? Durch Aufgreifen verschiedenster Aspekte zum Verstehen des Bruch-
zahlkonzepts (vgl. z. B. Padberg & Wartha, 2017) und durch die vielfiltige Ge-
staltung der Lernmaterialien (Bruder & Reibold, 2010) sollen unterschiedliche
Zugangsweisen, Denkstile und Problemstellungen eréffnet werden. Differen-
zierte Arbeitsauftrige und die Verbalisierung von Handlungsmustern bilden
zudem einen wesentlichen Bestandteil des Unterrichts. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen Zeit haben, sich mit den neuen Inhalten, Begriffen und Vorstel-
lungen vertraut zu machen, das neue Denkobjekt ,Bruchzahl“ mit inhaltlichen
Denkweisen zu verkniipfen und es soll ein Raum geschaffen werden, in dem
sie mathematische Handlungserfahrungen verinnerlichen kénnen.

Wie bereits Prediger (2009) feststellte, gehen auch die in den Schulen der
SINUS-Gruppe genutzten Lehrwerke vorschnell zu den denkentlastenden
Kalkiilen iiber. Um die fehlende Anschauung und Verbalisierung zu beriick-
sichtigen und sich zugleich an der Fachsystematik zu orientieren, lag die Ent-
scheidung auf der Nutzung derjenigen Inhalte und Aufgaben, die handelnde
Operationen mit Rechenoperationen verkntipfen und einen Schwerpunkt auf
ikonisch-anschaulichen Begriindungen haben.

2 Die entsprechenden Kompetenzerwartungen des ,Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe I, Gymnasium in
Nordrhein-Westfalen“ im Fach Mathematik (MSB, 2019) kénnen mit den vorgestellten Materialien ebenfalls
erreicht werden.
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Konzept, Materialgrundlage und Zusatzmaterialien

Als eine wesentliche Konsequenz der Lehrwerkanalyse entstand das Arbeitsheft
,Eine Reise in die Welt der Briiche“, im Folgenden auch als ,Forscherheft be-
zeichnet. Dazu wurden zunichst Ausziige aus verschiedenen Lehrwerken ge-
sichtet und deren Eignung mit Blick auf die Unterrichtsreihe kritisch geprift.
Anschlieffend wurden geeignete Aufgaben entwickelt und durch eigene Illus-
trationen, Handlungs-, Gesprichs- sowie Schreibanlisse angereichert. Fiir den
Unterricht wurden die im Forscherheft benannten Gegenstinde im Sinne ei-
nes handlungsorientierten Unterrichts mitgebracht und standen allen Lernen-
den zur Verfiigung. Z.T. verblieben diese ebenso wie entstandene Lernplakate
im Klassenraum fiir alle sichtbar.

Das Arbeitsheft bietet zudem leistungsstirkeren Schiilerinnen und Schii-
lern die Moglichkeit, anspruchsvollere, vertiefende und weiterfithrende Aufga-
ben zu bearbeiten. Diese sind mit einem Bonbon-Symbol gekennzeichnet. Fiir
zieldifferent zu unterrichtende Kinder wurde zusitzlich auf typische Materia-
lien und ggf. weiteres handelndes Material zuriickgegriffen. Diese und weitere
prinzipielle Anregungen zu einem inklusiven Fachunterricht werden in diesem
Artikel nicht weiter dargestellt, auch wenn sie bei der Durchfithrung im Unter-
richt ebenfalls eine wesentliche Rolle eingenommen haben.?

Die Vorteile eines solchen einheitlichen Arbeitshefts im unterrichtlichen
Einsatz bestehen darin, dass dieses eine hohe Wertigkeit fiir Schiilerinnen und
Schiiler besitzt, sich motivationssteigernd auswirkt und sie ihre Lésungen und
Gedanken zeitokonomisch und einem roten Faden folgend notieren kénnen.
Fiir die unterrichtenden Kolleginnen und Kollegen ergibt sich insbesondere ein
arbeitsokonomischer Vorteil, da nicht in Eigenarbeit Materialien aus unter-
schiedlichen Lehrwerken zusammengetragen werden miissen. Das Sichten der
Bearbeitungen im Arbeitsheft wihrend der Durchfithrung der Unterrichtsreihe
ermoglicht zudem eine schnelle Diagnostik beziiglich des Wissensstands der
Schiilerinnen und Schiiler wihrend des Lernprozesses.

Begleitend zum Arbeitsheft wurde in Form des Mini-Whiteboards auf eine
Methode zum Fast-Feedback zuriickgegriffen (vgl. Hoftkamp, 2018, S.26).
Diese Mini-Whiteboards werden durch ein laminiertes weiffes DIN-A4-Blatt
hergestellt. Die Riickseite wurde — in Ergdnzung zu Hoffkamps Mini-White-
board - in eine rote und eine griine Hilfte unterteilt. Die Lernenden kénnen
auf der weiflen Seite ihre Losungen z. B. in Form von Zahlenergebnissen und
Zeichnungen mit Whiteboard-Markern bzw. Folienstiften notieren und fiir die
Lehrkraft sichtbar hochhalten. Die zweifarbige Riickseite kann im Zusammen-
hang mit Wahr-Falsch-Aussagen genutzt werden. Indem alle Lernenden gleich-
zeitig ihre Losungen bzw. Einschitzungen zeigen, wird eine hohe Schiiler-
aktivitit erreicht. In dem anschliefenden Unterrichtsgesprich erhalten die
Schiilerinnen und Schiiler die Gelegenheit, ihre Losungen zu prisentieren, zu
diskutieren, zu begriinden und zu bewerten, gekoppelt mit einem hohen Mafd
an kognitiver Aktivierung. Durch die direkte Riickmeldung sehen Lehrkrifte
,wo die Kinder tatsichlich stehen — und [...] umgekehrt [wird] den Kindern [ge-
zeigt], dass wir als Lehrkraft auch sehen wollen, was sie schon kénnen und was
noch zu tun ist“ (Hoftkamp, 2018, S. 29). Dieses Einholen von Riickmeldungen
verkniipft mit verbalen Beschreibungen und fachlichen Begriindungen zum

3 Anregungen dazu sind dargestellt z.B. auf den Seiten der QUA-LIS: inklusiver Fachunterricht, https://
www.schulentwicklung.nrw.de/cms /inklusiver-fachunterricht/zum-fach-mathematik/index.html [28.06.2020]
oder im Projekt PIK-AS: Mathe inklusive, https://pikas-mi.dzlm.de/ [28.06.2020].
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Herstellungshandeln bietet durch regelmifliige Feedbackrunden (beispiels-
weise einmal pro Woche) der Lehrkraft auch eine diagnostische Komponente.

Entwicklung und Einsatz von Testinstrumenten

Die objektivierte Beobachtung des Lernzuwachs sollte auf die wesentlichen Be-
reiche fokussieren. Die Entwicklung angemessener Tests und Fragebogen ist
jedoch nicht ohne entsprechenden Hintergrund moglich. Daher wurden aussa-
gekriftige Fragebogen sowie empirisch haltbare Messinstrumente zusammen
mit der Arbeitsgruppe von Prof. vom Hofe (Universitit Bielefeld) passend zu
der geplanten Unterrichtsreihe in Form eines Pre- und eines Posttests entwi-
ckelt. Der Pretest erfasst Vorkenntnisse und relevante Vorstellungen. Mit dem
Ziel der Dokumentation der Kompetenzentwicklung der Lernenden wurde fur
das Ende der Unterrichtseinheit ein Posttest entwickelt und durchgefiihrt. Die-
ser enthdlt zum einen zum Pretest parallele Anker-Items, die mit geinderten
Zahlenwerten bestimmten Items aus dem Pretest gleichen. Uber die Auswer-
tung dieser Anker-Items und den Vergleich der Ergebnisse im Pre- und Post-
test konnen Kompetenzentwicklungen beschrieben werden. Zum anderen ent-
hilt der Posttest zusitzliche Items, die die Kompetenzerwartungen zum Ende
der Unterrichtseinheit und dariiber hinaus abbilden.

Die am Projekt beteiligten Schulen wurden zusitzlich teilweise von Studie-
renden im Rahmen ihrer Bachelorarbeit an der Universitit Bielefeld begleitet.
Sie fiihrten mit ausgewihlten Schiilerinnen und Schiilern Interviews durch,
um so detaillierte Informationen tiber deren Vorstellungen und Lésungsstrate-
gien zu erhalten.

2 Didaktisch-konzeptionelle Grundlagen

Grundschiiler kommen mit einer individuellen Vorstellung von Briichen in
die weiterfithrenden Schulen, sie beziehen sich in der Regel auf Alltagsgegen-
stinde und Zeitangaben. In der Vorstellung der Schiilerinnen und Schiiler
muss nun die normative Grundvorstellung ,Bruchzahl als Teil eines gleichma-
Rig unterteilten Ganzen* als Herstellungshandlung angelegt werden (Kollhoff,
2020). Es lasst sich immer wieder feststellen, dass in den spiteren Jahrgingen
die individuelle Grundvorstellung mit der normativen Grundvorstellung nicht
hinreichend iibereinstimmt. Die tragfihigen mentalen Modelle mathemati-
scher Inhalte, wobei mathematisches Denken und Handeln mit einer Vorstel-
lung verbunden sind und somit diese Vorstellung im Langzeitgedichtnis ge-
speichert und abgerufen werden kann, sollten ausgebaut werden.
Unterrichtsideen von Hoffkamp & Kaliski (2017) zur Aufarbeitung von
liickenhaften Anteilsvorstellungen in Jahrgang 7 fithrten zu der Uberlegung,
wie derartige Defizite im Anfangsunterricht der Sekundarstufe I vermieden
werden konnen. Als ein weittragendes Konzept benennt Frau Prof. Hoftkamp
den Bruchstreifen: Dieser soll so nachhaltig in den Unterricht der Einfiih-
rungsphase implementiert werden, dass man auch in folgenden Jahrgingen
auf ihn zuriickgreifen kann. Hoffkamp wie auch Prediger & Hufdmann (2014),
sehen die Vorteile des Bruchstreifens darin, dass gerade schwichere Lernende
eine feste Bezugsdarstellung brauchen und tiber eine lingere Zeit mit diesem
operieren und iiben kénnen. Das Zuginglich-Machen mit gleichzeitiger Erwei-
terbarkeit, wie z. B. beim Einfithren vom Kiirzen und Erweitern, um Briiche zu
vergleichen und somit durch ihre selbst eingezeichnete Einteilung des Strei-
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fens zu vergrobern oder zu verfeinern, bietet eine weitreichende Darstellungs-
form. Die Ankniipfung des Bruchstreifens an den Zahlenstrahl und die daraus
folgende Ordnung von Briichen sowie die spitere Uberfithrung vom Bruch-
streifen zum Prozentstreifen bieten vielfiltige Moglichkeiten.

W | oo

Abbildung 1: Bruchstreifen

Grundsitzlich ist es sinnvoll von der Handlung zum abstrakten, am Kalkil
orientierten Rechnen zu gelangen. Der frithzeitige Ubergang ohne mentale
Modelle ist jedoch zu tiberdenken:

Deswegen kommt es nicht nur auf die Qualitit des Zugangs an, sondern auch da-
rauf, die Vorstellungsorientierung weiter aufrecht zu erhalten, nicht statt Kalkiil,
aber immer wieder in Erginzung dazu. (Prediger, 2009, S.172)

In den Jahrgangsstufen 5 und 6 stellt diese feste Bezugsdarstellung bei der
Einfithrung in die Bruchrechnung nur einen Aspekt zum Aufbau von der
Grundvorstellung dar. Fur die nachfolgenden Jahrgangsstufen miissen die
Schiilerinnen und Schiiler aber mentale Handlungsmuster fiir tragfihige
Grundvorstellungen der Bruchzahlen entwickeln. Die Ausprigung von indivi-
duellen, tragfihigen Grundvorstellungen hingt vom Umfang der entsprechen-
den Handlungserfahrungen und von der Hiufigkeit ihrer Aktivierung ab.

Lernprobleme beim Umgang mit Briichen

Der Umgang mit Bruchzahlen und das Rechnen mit Briichen stellt Schiilerin-
nen und Schiiler in der Sekundarstufe I hiufig vor eine grofle Herausforde-
rung. Die Erweiterung des Zahlbereichs der natiirlichen Zahlen zu den rationa-
len Zahlen erfordert von den Lernenden die Anpassung einer Vielzahl von
vertrauten Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen.

Der veranderte Umgang mit Zahlen fiihrt bei vielen Lernenden dazu, dass
das Auswendiglernen von Regeln und Prozeduren an die Stelle des mathema-
tisch-inhaltlichen Verstindnisaufbaus tritt. Die Nachhaltigkeit dieser auswen-
dig gelernten Regeln ist jedoch begrenzt: Bereits nach kurzer Zeit und Beschif-
tigung mit anderen Inhalten kénnen viele Lernende sich an diese Regeln nicht
mehr erinnern, verwechseln sie oder wenden sie fehlerhaft an.

Die Schwierigkeiten der Lernenden im Umgang mit der Bruchrechnung
sind tiber viele Jahre in einer Vielzahl empirischer Studien ausfiihrlich doku-
mentiert. Sie lassen sich in folgenden Aspekten zusammenfassen (vgl. Wartha,
2007, S.236f1.):

* Die Lernenden orientieren sich an Briichen aus dem Alltag (z. B. %, %). Zu

Briichen, die in einem alltiglichen Kontext uniiblich sind, werden keine
Vorstellungen aufgebaut.

- Es werden falsche Rechenoperationen zur Bildung von Anteilen genutzt
(z. B. Subtraktion oder Division statt Multiplikation).

« Eigenschaften der natiirlichen Zahlen werden iibergeneralisiert auf die
Bruchzahlen tibertragen. Dies betrifft insbesondere die Dichte und die
Ordnung von Bruchzahlen.
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+ Die Lernenden versuchen das Rechnen mit Briichen zu vermeiden und
entwickeln Ausweichstrategien, die in vielen Fillen falsch sind oder den
Losungsprozess einer Aufgabe erschweren.

« Die Lernenden wenden subjektive und sachlich falsche Regeln an, um ein
Ergebnis in einem plausiblen Groflenbereich zu erhalten.

Diese Befunde decken sich weitgehend mit den Ergebnissen nationaler und in-
ternationaler Studien. Die Ahnlichkeit der auftretenden typischen Fehlertypen
(zur Ubersicht siehe Eichelmann, Narciss, Schnaubert & Melis, 2012) zeigt auf,
dass es sich hierbei um ,dominenspezifische Schwierigkeitsfaktoren (Rein-
hold, 2019, S.41) handelt, die charakteristisch fiir das Lerngebiet Bruchrech-
nung sind und unabhingig vom Alter der Lernenden und den jeweiligen curri-
cularen Voraussetzungen auftreten konnen.

Dabei lassen sich eine Vielzahl von Fehlern nachweisen, die typisch fiir
den Umgang mit Briichen sind, z. B. komponentenweises Addieren von Zih-
lern und Nennern bei der Addition von Bruchzahlen. Detailanalysen zeigen je-
doch, dass die entscheidende Ursache fiir einen fehlerhaften Umgang mit Brii-
chen nicht in mangelnder Rechenfihigkeit, sondern in einem unzureichenden
Verstindnis des Bruchzahlbegriffs selbst liegt: Selbst mehrere Wochen nach
5
nicht als ,Drei Achtel“, sondern als ,Drei Strich Acht“, was ersichtlich macht,
dass die Lernenden nach wie vor die durch einen Strich getrennten natiirlichen
Zahlen im Zihler und Nenner fokussieren und die Bedeutung des Bruchs als
neues mathematisches Objekt noch nicht verinnerlicht haben. Mit anderen
Worten: Es fehlen tragfihige Grundvorstellungen von Briichen. Ohne diese ist

der Einfiihrung von Briichen bezeichnen viele Schiilerinnen und Schiiler

der Bruch % ein Zahlenausdruck, mit dem kalkuliert werden kann, dessen Sinn
jedoch diffus und unklar bleibt.

Grundvorstellungen zu Briichen
Bei der Ausbildung von Grundvorstellungen des Bruchzahlbegriffs gibt es zwei
wesentliche Probleme:

« die unbewusste Ubertragung von GesetzmifRigkeiten der natiirlichen Zah-

len auf Briiche, was z. B. dazu fiihrt, dass der Lernende é fiir kleiner als %

hilt, weil ja 5 kleiner als 8 ist,

« die unzureichende Ausbildung neuer Grundvorstellungen zu Briichen, die
den Lernenden Sinn und Bedeutung dieser neuen mathematischen Ob-
jekte verleihen.

Von den neu aufzubauenden Grundvorstellungen zu Briichen gibt es zwei von
fundamentaler Bedeutung, mit denen sich nahezu alle Anwendungskontexte
von Briichen erschlieflen lassen: die eher statische Vorstellung ,Bruch als An-
teil“ und die dynamische Vorstellung ,Bruch als Operator*.

Die Grundvorstellung Bruch als Anteil stellt die Relation zwischen einem

Teil und einem konkreten Ganzen her. Eine % Pizza bedeutet: Eine Pizza wird

in vier gleich grofle Teile geteilt und drei Teile davon werden betrachtet. Die
Anteilsvorstellung beschreibt einen Bruch als einen Zustand, z.B. als Grofe,
Mafizahl, Teil eines oder mehrerer Ganzer.

Im Gegensatz dazu beschreibt die Grundvorstellung Bruch als Operator
den Bruch als eine Funktion, die z. B. eine Grofe , 100 € mittels der Operation
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,,% von“ auf die dadurch anteilsmiflig gebildete Groe ,75€“ abbildet. Auch

hier kann man sich vorstellen, dass 100€ in vier gleichwertige Teile zu je 25€
geteilt werden, von denen drei Teile (75€) betrachtet werden. Insofern sind die
Grundvorstellungen ,Bruch als Anteil* und ,Bruch als Operator“ verwandt.

Der Unterschied liegt hingegen darin, dass die Operatorvorstellung eher die
3“

Operation ,,% von“ betont, die Anteilsvorstellung dagegen den Zustand , 7%, den
man als Folge dieser Operation erhilt.
: % Teil mehrerer Teil eines
> Ganzer: 2 (als 1 Ganzen:
von 3 Ganzen) % von 1
4 -3 . . .
Teil einer belie- Vergleich:
bigen GroBe: 2 mal so viel
3 von 200€ wie

Abbildung 2: Pfeildiagramm zur Herstellung von 3/4 (links) und Grundvorstellungen fiir Briiche
(rechts) (entnommen aus Kollhoff, 2020, S.7)

Abbildung 2 stellt links die Operatorvorstellung dar, die die Herstellungshand-
lung eines Bruches beschreibt. Die rechte Seite zeigt unterschiedliche Aspekte
der Anteilsvorstellung. Diese beiden Grundvorstellungen stehen im Zentrum
eines verstindigen Umgangs mit Briichen. Sie ermdglichen das flexible Uber-
setzen zwischen Darstellungsebenen und somit zwischen symbolischen Aus-
driicken und anschaulichen Darstellungen. Dies gilt nicht nur fiir das Uberset-
zen zwischen Symbolen (Zahlen, Zahlwort) und bildlich-gegenstindlichen
Zahlreprisentationen, sondern auch fiir Ubersetzungen zwischen unterschied-
lichen bildlich-gegenstindlichen Reprisentationen.

Symbole Symbole
schriftlich mlindlich schriftlich miindlich
Zahlzeichen «——  Zahlwort % +«—— Zwei Flnftel
———  Grundvorstellung —— ———  Grundvorstellung ——
bildlich gegenstandliche
Zahlreprasentation 0 1 1 ___EEE
Bilder, Gegenstiinde, Materialien Bilder, Gegenstinde, Materialien

Abbildung 3: Ubersetzungsbeziehungen nach Padberg & Wartha (2017, S.1)

Padberg & Wartha (2017) veranschaulichen diese Ubersetzungsbeziehungen im
Einzelnen (Abbildung 3). Soll z. B. der Bruch % an einem vorgegebenen Recht-
eck veranschaulicht werden, so sind fiir den Reprisentationswechsel die
Grundvorstellung von % als Anteil sowie die Grundvorstellung vom Bruch % als

Operator entsprechend der Herstellungshandlung erforderlich. Auch in der Ge-
genrichtung sind fiir die Ubersetzung eines Anteils im Rechteck in eine sym-
bolische Notation die gleichen Grundvorstellungen nétig. Insgesamt stellt der
Wechsel zwischen verschiedenen Darstellungen und Reprisentationen einen
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Kernaspekt der Ausbildung von tragfihigen Grundvorstellungen von Briichen
dar.

Konsequenzen fiir die Umsetzung im Unterricht

In Einzelfillen mag es durchaus moglich sein, dass Lernende ein geordnetes
und tragfihiges System von Grundvorstellungen ausbilden, ohne dass ihre
Lehrkrifte oder sie selbst jemals bewusst dariiber nachgedacht hitten. Im All-
gemeinen ist die mangelnde Ausbildung von Grundvorstellungen und die Ent-
wicklung von Fehlvorstellungen jedoch ein ernsthaftes Problem, das Defizite in
der Mathematisierungs- und Modellierungsfihigkeit zur Folge hat.

Eine wichtige Voraussetzung fiir eine Verbesserung ist es daher, dass sich
Lehrende dieser Probleme bewusst sind und im Unterricht nicht nur formale
Begriffe, Techniken und Verfahren vermitteln, sondern auch die Bedeutungen,
die erforderlich sind, um diese Inhalte mit Leben zu fiillen und anwenden zu
konnen. Dabei sind insbesondere folgende Unterrichtsentscheidungen wichtig:

« Die Einfithrung neuer Begriffe sollte mit Darstellungen und Kontexten ver-
bunden werden, in denen die wichtigen Grundvorstellungen zum Tragen
kommen; dies gilt insbesondere fiir die Grundvorstellungen ,Bruch als
Anteil“ und ,Bruch als Operator*.

« Das Ausbilden von Grundvorstellungen ist keine Sache von einer Unter-
richtsstunde, sondern ein lingerer Prozess. Grundlage dafiir ist mathe-
matisches Handeln; hier: der handelnde Umgang mit Gegenstinden und
Bildern, die Briiche reprisentieren, sowie die oben genannten Uberset-
Zungsprozesse.

« Diese Phase des Aufbaus von Grundvorstellung sollte nicht durch eine zu
frithe Einfithrung der Rechenverfahren und ihrer Regeln {iberlagert wer-
den. Letzteres sollte spiter erfolgen, wenn die wichtigen Vorstellungen ge-
festigt sind. Sinnvoll ist z. B. eine erste Unterrichtssequenz in Klasse 5, in
der uiber vielfiltige Handlungserfahrungen Grundvorstellungen aufgebaut
werden, und eine Behandlung der rechnerischen Grundlagen in Klasse 6.

3 Die Unterrichtsreihe

Unter Beriicksichtigung der zuvor dargestellten didaktisch-konzeptionellen
Grundlagen und verschiedener unterrichtspraxisorientierter Literatur soll der
nachfolgende Uberblick Anregungen fiir die Unterrichtspraxis geben. Dies ge-
schieht jeweils in Anlehnung an das Forscherheft.

Bei der Planung wurde zusitzlich darauf geachtet, dass der Zeitrahmen
kompatibel mit den bestehenden schulinternen Curricula bleibt und nicht an-
dere Bereiche der Mathematik vernachlissigt werden. Daher ist die dargestellte
Unterrichtsreihe auf einen Zeitraum von insgesamt fiinf Wochen in der Jahr-
gangsstufe 5 angelegt. In diesem Artikel wird ausschliefRlich zu den Kompe-
tenzerwartungen des Kernlehrplans fiir die Gesamtschule — Sekundarstufe I
Bezug genommen, die Unterrichtsreihe bedient aber auch die entsprechenden
Kompetenzerwartungen der Kernlehrpline der anderen Schulformen.
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Britiche: Ankeile vom Ganzen bestimmen %

Eine Reise in die Welt der

Mehrere Stiicke vom Ganzen bestimmen !

In der Auslage einer Béckerei siehst du diese drei verschiedenen Torten

2
schreibt man auch .

— — 5
ﬂ@' {i EAufgmch Erkiare, wie ¢ des Ganzen entstehen und zeichne sie in die
il

— Kreisflache ein.

— 3
T 5| Erkldre, wie = des Ganzen entstehen und zeichne sie in die
[Aufgabe 2 8
Rechteckfliche ein.

i A} o :\\ A=l 7 Wie viel ist von jeder Torte noch tbrig? 7
o CHE XL

)\

LC‘)‘ > Eine Pizza ist in funf gleich groRe Stiicke aufgeschnitten. Sarah nimmt zwei von diesen
) ‘("ij‘ Stiicken. Das sind dann zwei Fiinftel der ganzen Pizza. Statt ,zwei Fiinftel
=]

O

heses Forscherheft gehort: ?
resa

N
(/

Abbildung 4: Deckblatt und ein Ausschnitt von S.14 des Forscherhefts

Uberblick iiber die Unterrichtsreihe

Da das Forscherheft (vgl. Abbildung 4) eng mit dem eigentlichen Unterricht
und der Reihenplanung verwoben wurde, ist die Darstellung der Schwerpunkte
der im Forscherheft dargestellten Aspekte in Bezug zu den Kompetenzerwar-
tungen sinnvoller als die Darstellung einzelner Stunden.

Bestimmung von Bruchteilen — Aspekt des gerechten Teilens (FH S.1-3)

Der Bruchbegriff wird einleitend unter dem Aspekt ,Gerechtes Verteilen“ ge-
fasst. Hierzu liegt der Fokus zunichst auf der sprachlichen Entwicklung der
Bruchvorstellung als Teil eines Ganzen: Die Lernenden teilen in Alltagskontex-
ten ein Ganzes jeweils in unterschiedlich viele, aber immer gleich grofle Teile
auf (FH S.1, A1, A2). Hierbei argumentieren die Schiilerinnen und Schiiler da-
hingehend mit Alltagswissen (MSJK, 2004a, S.18)*, dass ein gerechtes Aufteilen
bei Alltagsgegenstinden nur bedingt moglich ist.

Briiche als Teile eines Ganzen — Anteile iiber Stammbriiche (FH S. 4-10)

Nachdem der Bruchbegriff zunichst in natiirlicher Sprache angelegt wurde,
soll der Ubersetzungsschritt in die symbolische und formale Sprache gesche-
hen (MSJK, 2004a, S.20)°. Uber das praktische Falten eines DIN-A4-Blattes
wird das bisherige Anteilsverstindnis zunichst reaktiviert und auf rechteckige
Formen eines Ganzen tibertragen (FH S.4). Im Anschluss besteht am Beispiel
von Kreis und Rechteck als Darstellungsformen des Ganzen Gelegenheit, Vor-
stellungen des Stammbruches zu vertiefen, zwischen den Darstellungsformen
zu wechseln und Beziehungsmuster der Darstellungsformen zu erkennen.
Durch die Vielzahl der Aufgabenbeispiele soll die Notwendigkeit der Zahlenbe-

4 Vgl. K1 — mathematisch Argumentieren (KMK, 2004, S.13).
5 Vgl. K5 — mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (KMK, 2004,
S.15).
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reichserweiterung angelegt werden (MSJK, 2004a, S. 20)®, bevor die mathemati-
sche Bruchschreibweise fiir den Stammbruch eingefiithrt wird (FH S.12; sym-
bolisch sowie mit den zugehorigen Begrifflichkeiten Bruch, Zahler, Nenner,
Anteil, Ganzes). Es soll deutlich werden, dass ein Anteil sowohl von der Fein-
heit der Unterteilung als auch von der Gréf3e des Ganzen abhingt. Die Anteils-
vorstellung wird um die Erkenntnis erweitert, dass die Angabe eines Anteils
nur sinnvoll ist, wenn man die Gréfle des Ganzen berticksichtigt.

Anteile von einem Ganzen bestimmen - echte Briiche (FH S.11-18)
Verschiedene Anzahlen gleich grofler Stiicke eines Ganzen werden betrachtet.
Dies miindet formal in den Begriff ,echter Bruch®. Die Rolle des Zihlers und
Nenners in der symbolischen Bruchschreibweise soll insbesondere durch
sprachliche Erfassung weitergehend konkretisiert werden (FH S. 14).

Gleichwertige Teile — Idee des Verfeinerns und Vergréberns (FH S. 27-30)

Unter dem Aspekt des Vergréberns bzw. Verfeinerns wird das Ganze in eine
grobere bzw. feinere Unterteilung iiberfithrt. Hierbei wird anschaulich deut-
lich, dass die Stiicke beim Vergrébern des Ganzen zwar grofder werden, der An-
teil jedoch gleichbleibt (ikonische Vorstellung des Kiirzens) bzw. das Ganze
und damit auch die Stiicke gleichmiflig verfeinert werden (ikonische Vorstel-
lung des Erweiterns).

Gleichwertige Teile am Bruchstreifen (FH S.31-34)

Nach dem Verfeinern und Vergrébern an verschiedenen Reprisentanten geht
es nun darum, sich auf den Bruchstreifen als besonders tragfihigen Reprisen-
tanten zu konzentrieren. Hier sollte Zeit fiir Darstellungswechsel (ikonisch-
formal-sprachlich) eingeplant werden. Der Bruchstreifen kann vielfiltig in
weiteren Jahrgangsstufen aufgegriffen werden, z.B. als Prozentstreifen (mit
doppelter Beschriftung) und sogar dahingehend, den Ubergang vom prozen-
tualen Wachstum zur funktionalen Darstellung des kontinuierlichen Wachs-
tums im Rahmen der Exponentialfunktion zu motivieren.

Briiche vergleichen (FH S.35-37)

Um dem Vorgehen entgegenzuwirken, stets Gleichheit der Nenner anzustre-
ben, sodass der Zidhlervergleich den Bruchvergleich ersetzt, werden Bruchzah-
len und Anteile auf der ikonischen Ebene verglichen. Die Streifentafel mit un-
terschiedlichen Bruchstreifen gleicher Linge ermdglicht den Vergleich echter
Briiche, indem man lediglich die den Bruch reprisentierende, markierte Strei-
fenlinge in den Blick nimmt. Dariiber hinaus kann der Zihlervergleich gege-
benenfalls 6konomischer als die Herbeifiihrung gleicher Nenner sein.

Verfeinern und Vergrébern: Kiirzen und Erweitern (FH S.38-42)

Durch die anschauliche, intuitive Vorstellung des Erweiterns, die aus der Idee
des Vergroberns bzw. Verfeinerns entstanden ist (s.0.), kann eine klare Abgren-
zung zur Multiplikation (bzw. Division) stattfinden, indem das Erweitern nicht
blof} als Vervielfachung und damit als algebraische Operation bezogen auf den
Zahler aufgefasst wird, sondern als Operation, die sich auf den ganzen Bruch
bezieht.

6 Vgl. K4 — mathematische Darstellungen verwenden (KMK, 2004, S.15) bzw. L1 — Leitidee Zahl (KMK, 2004,
$.10).
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Aufbauend auf tragfihigen Schiilervorstellungen zum Verfeinern und Ver-
grobern (s.o.), wird das kalkiilhafte Erweitern und Kiirzen klassisch als Multi-
plikation von Zihler und Nenner mit der gleichen Zahl bzw. als Division von
Zihler und Nenner durch die gleiche Zahl eingefiihrt (moglichst erst in Jahr-
gangsstufe 6).

Briiche am Zahlenstrahl (FH S. 43-44)

In Anlehnung an die Einfithrung der Dezimalzahlen in der 6. Jahrgangsstufe
erscheint thematisch die Ordnung der Briiche am Zahlenstrahl als sinnvolle in-
haltliche Verkniipfung. Zu den im Arbeitsheft angebotenen Seiten zur Ord-
nung der Briiche am Zahlenstrahl liegen jedoch praktisch keine Unterrichts-
erfahrungen vor, da dieser Inhalt in den beteiligten Schulen erst in Jahrgang 6
thematisiert wird.

Erginzend zu der Unterrichtsreihe und dem Forscherheft wurden auch
verschiedene Formen der Leistungsiiberpriifung in dem Projekt entwickelt.
Eine Auswahl z. T. mit Analysen wird auf den Internetseiten des Projekts zum
Herunterladen angeboten.

Mini-Whiteboards — Diagnose und Anregung

Um ein diagnostisches Feedback von den Schiilerinnen und Schiilern einzuho-
len und somit den Fortgang des Kompetenzerwerbs einzuschitzen, bietet sich
die zuvor beschriebene Verwendung der Mini-Whiteboards an. Mit diesen kon-
nen Lehrkrifte zusatzlich zu der Einsicht der Bearbeitungen im Forscherheft
auch kurzfristig ein Feedback zum aktuellen Unterricht von der gesamten

Lerngruppe erhalten. Die Aufforderung: ,Stelle den Bruch % zeichnerisch dar!“

gibt einen Einblick, ob diese Anteilsvorstellung sicher ausgebildet ist, welche
Darstellung in der Lerngruppe dominiert und ob noch fehlerhafte Vorstellun-
gen vorliegen.

= : a s

Abbildung 5: Lésungen von Lernenden mit Mini-Whiteboards zur Aufgabe: , Stelle den Anteil 3/8
zeichnerisch dar“ und der nach der Reflexion ergénzten Aufforderung, den gleichen Anteil in einer
anderen Darstellung erneut abzubilden

Oftmals konnen Lernende lediglich eine einzige Darstellungsform abrufen und
nutzen. Lisst man verschiedene Losungsstrategien vorstellen und begriinden,
dann konnen die unterschiedlichen Strategien erfasst und deren Eignung auch
reflektiert werden. Hierbei ist wichtig, dass die Herstellung der bildlichen Dar-
stellung von Einzelnen zusitzlich verbalisiert wird: , Das Ganze habe ich als ein
Rechteck dargestellt und in acht gleich grofSe Teile geteilt. Ein Teil entspricht einem
Achtel und ich habe drei dieser Achtel markiert. Somit erhalte ich drei Achtel.”
Durch das fortlaufende Beschreiben vorgenommener Handlungen gelangen
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die Lernenden zu einer mentalen Verinnerlichung mathematischer Inhalte.
Durch die Riickkopplung im Unterricht kénnen sie tragfihige Grundvorstel-
lungen erreichen, welche durch entsprechende Handlungserfahrungen und
hiufige Aktivierung ausgeprigt werden konnen. Erginzend stellen die Schiile-
rinnen und Schiiler den gleichen Anteil erneut in einer anderen Form dar (vgl.
Abbildung 5). Es wird ein tragfihiger Anteilsbegriff erreicht, indem die Lernen-
den neben ihrem bevorzugten Reprisentanten des Ganzen immer wieder
andere mogliche Darstellungsformen ihrer Mitschiilerinnen und Mitschiiler
sehen, erldutert bekommen und deren Nutzen in verschiedenen Situationen er-
kennen kénnen.

In grofleren Feedbackrunden wurden wochentlich fiinf bis zehn kleinere
Aufgaben nacheinander auf eine Leinwand projiziert (z.B. Abbildung 6). Die
Schiilerinnen und Schiiler prasentieren zu jeder Aufgabe ihre Lésung mit den
Mini-Whiteboards, indem sie diese vor ihre Brust halten. Die Lehrkraft erhilt
einen Uberblick iiber den aktuellen Wissensstand der Lerngruppe.

Fir die Aufgaben 1 und 2 aus Abbildung 6

(1) Welcher Anteil ist

markiert?

(2) Welcher Anteil ist | | | | |

markiert?

Feedbackrunde |

wird die weike Seite des Mini-Whiteboards ein-

gesetzt. Aufgabenformate wie: ,Stelle den Bruch
ein Viertel bildlich dar“ und anschliefender Er-
weiterung: ,Zeichne ein Bild zu einem gleichwer-
tigen Bruch“ bieten auflerdem vielfiltige Darstel-
lungsmoglichkeiten. Die Aufgaben 3 bis 5 kann
man anschliefend mit der rot-griinen Seite re-
flektieren.

Sv

(3) Sind die beiden Anteile gleich groR?

griin: ja; rot: nein

<

(4) Ich habe § markiert.
Wahr oder falsch?

Anhand der Erfahrungen bietet das Mini-
Whiteboard im Unterricht die Moglichkeit, sich
schnell ein Feedback von der ganzen Lerngruppe
zu holen und mit einem diagnostischen Blick
den Kenntnisstand, die Lernfortschritte und Leis-

1. . 1
(5) 3 ist kleiner als g?

tungsprobleme einzelner Schiilerinnen und Schii-
ler zu erfassen. So kann man den Unterricht fort-
laufend beurteilen und das didaktische Handeln

grin: ja; rot: nein

Abbildung 6: Aufgaben der 1. Feedbackrunde

auf diagnostische Einsichten aufbauen.

4 Evaluation des Projekts / Riickmeldungen

Wihrend der Projektphase wurde das , Forscherheft“ an insgesamt vier Schulen
in 13 Kursen mit ca. 380 Schiilerinnen und Schiilern erprobt. Neben den Erfah-
rungen der Kolleginnen und Kollegen, den Ergebnissen der Leistungsiiberprii-
fung sowie deren diagnostischer Beurteilung und einer kleinen Umfrage unter
den Schiilerinnen und Schiilern kénnen quantifizierbare Ergebnisse vor allem
aus den durchgefithrten Tests vor und nach der Unterrichtsreihe gezogen wer-
den.

Im Rahmen dieses Artikels werden ausgewdhlte Ergebnisse dargestellt.
Insbesondere die Analyse von Aufgaben der Leistungsiiberpriifung werden er-
ginzend dazu online auf den Seiten des Projekts zur Verfligung gestellt.”

7  www.sinus.nrw.de.
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Quantitative Tests und ihre Interpretation
Zur Feststellung der Leistungsentwicklung wurden
parallelisierte Pre- und Posttests entwickelt, die den
Leistungszuwachs in den Inhaltsbereichen ,Ablesen  60%
von Briichen aus ikonischen Darstellungen®, ,Dar-  sox%
stellen von Briichen“, ,Berechnen von Anteilen®
und ,Groflenvergleich von Briichen“ erheben.

Der Vergleich der Ergebnisse des Pre- und Post-
tests dokumentiert einen deutlichen Kompetenzzu- 0%
wachs der Schiilerinnen und Schiiler, der sich in der  10%
durchschnittlichen Steigerung der Testleistung von
ca. 20%-Punkten ausdriickt (siehe Abbildung 7). Pretest_Gesamt
Dieser tiber alle teilnehmenden Klassen gemittelte
Leistungszuwachs ist auch in den Vergleichen der
Testergebnisse auf Klassenebene deutlich zu erken-
nen. Auf Klassenebene zeigen sich jedoch Unter-
schiede. Wahrend der niedrigste durchschnittliche Leistungszuwachs in einer
Klasse bei 7%-Punkten liegt, betrdgt er in einer anderen Klasse 45 %-Punkte.
Diese Betrachtung ist jedoch besonders von den Leistungen im Pretest abhin-
gig. In der Klasse mit dem geringsten Leistungszuwachs wurden im Pretest die
hochsten Leistungswerte festgestellt, wihrend die durchschnittlichen Pretest-
Ergebnisse der Klasse mit dem grofiten Leistungszuwachs zu Beginn der Un-
terrichtseinheit um 25 %-Punkte niedriger lagen. Hinzu kommt, dass in der
Klasse mit dem hochsten Pretest-Ergebnis die Unterrichtseinheit bereits vor
der Durchfithrung des Tests begonnen wurde und somit in diesem Fall bereits
von einem mafdgeblichen Einfluss des Unterrichts auf die Testergebnisse aus-
zugehen ist. Abbildung 8 stellt die durchschnittliche Leistungsentwicklung auf

Klassenebene dar.
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Abbildung 8: Vergleich der Leistungen im Pre- und Posttest nach Lerngruppen
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Abbildung 7: Vergleich der Leistungen im Pre- und
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Beim Vergleich der Pre- und Posttest-Ergebnisse ist auch in allen inhaltlichen
Bereichen ein deutlicher Leistungszuwachs zu erkennen (vgl. Abbildung 9).
Wihrend die Lernenden im Pretest in den Bereichen ,Briiche aus ikonischen
Darstellungen ablesen“ und ,Briiche ikonisch darstellen® nur 27 % und 40 % er-
reicht haben, so liegen diese Werte am Ende der Unterrichtseinheit bei 80 %
und 70 %. Die Leistungszuwichse in diesen Kernkompetenzen deuten darauf
hin, dass die Lernenden insbesondere in Bezug auf die Grundvorstellung
,Bruch als Anteil“ tragfihige Vorstellungen aufbauen konnten, die es ihnen er-
moglichen, Briiche in verschiedenen Darstellungen korrekt zu erkennen und
eigenstindig in verschiedenen geometrischen Figuren abzubilden.

Leistungsentwicklung nach Inhaltsbereichen

Pretest_Ablesen |GG 27%
Posttest_Ablesen [N 30%

Pretest_Darstellen NN 40%
Posttest_Darstellen [N 70%

Pretest_Anteilsberechnung N 39%
Posttest_Anteilsberechnung GGG 4%

Pretest_GroRenvergleich NN 37%
Posttest_GroBenvergleich I 53%

Pretest_Gesamt [N 28%
Posttest_Gesamt [N 64%

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Abbildung 9: Leistungsentwicklung im Pre- und Posttest nach Inhaltsbereichen

Obwohl die Inhaltsbereiche ,Anteile berechnen“ und ,Gréflenvergleich“ (FH
S.22-26) in vielen Klassen bis zum Zeitpunkt des Posttests nicht behandelt
werden konnten, sind auch in diesen Bereichen moderate Leistungszuwichse
festzustellen. Insbesondere die Posttest-Ergebnisse im Bereich ,Groflenver-
gleich“ von Briichen deuten darauf hin, dass die Lernenden auch ohne eine
systematische Behandlung im Unterricht eine deutliche Leistungssteigerung
erzielen konnten. Es kann angenommen werden, dass dieses Ergebnis im Zu-
sammenhang mit der erfolgreichen Entwicklung der Anteilsvorstellung steht
und die Lernenden auf Grundlage ihrer Vorstellungen von Briichen Gréfienver-
gleiche vornehmen konnten.

Ahnliche Transfereffekte sind auch fiir die Ergebnisse im Bereich ,Anteile
berechnen“ festzustellen. Wenngleich die Leistungszuwichse in diesem Be-
reich geringer ausfallen, so ist auch hier zu betonen, dass das Berechnen von
Anteilen in vielen Fillen nicht im Unterricht behandelt wurde.

Insgesamt zeigt sich in allen Bereichen eine positive Leistungsentwick-
lung, die insbesondere auf die Entwicklung tragfihiger Vorstellungen von Brii-
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chen als Anteile zuriickgefithrt werden kénnen. Auf den Webseiten zum Pro-
jekt® kénnen erginzend Schiilerbeitrige zu den Pre- und Posttests sowie zu
Klassenarbeiten heruntergeladen werden.

Qualitative Ergebnisse — Erfahrungen aus dem Unterricht

Der Wunsch nach der Entwicklung eines anderen Gangs durch die Bruchrech-
nung entstand durch die allgemein bekannten Schwierigkeiten, die es in der
Schule immer wieder mit den Unterrichtsreihen zur Bruchrechnung gibt. Die
Lehrkrifte stiitzen sich in der Unterrichtsplanung natiirlich tiberwiegend auf
die eingefiihrten Lehrwerke und so schreiten sie entsprechend schnell von den
grundlegenden Vorstellungen zum kalkiilhaften Rechnen fort. Spitestens
dann, wenn in Jahrgang 6 mit der Addition und Subtraktion auf den Kenntnis-
sen aus dem 5. Jahrgang aufgebaut werden soll, erfahren Lehrkrifte, dass der
Aufbau tragfihiger Vorstellungen grofitenteils nicht so erfolgreich war, wie im
Unterricht intendiert. Erweitern verwechseln viele Lernende mit dem Vervielfa-
chen, ein Halb wird leider hiufig zu ,1,2%, weil die Vorstellung zu dem Bruch-
teil nicht gentigend verankert ist.

Die Fachkonferenzen der Setschulen hatten sich 2018 ausgehend von die-
sen Erfahrungen fiir die Arbeit im SINUS-Projekt ausgesprochen und diese
unterstiitzt. Entsprechend offen und bereit waren nun die Kolleginnen und
Kollegen, die in der 5. Jahrgangsstufe unterrichteten, das Forscherheft und den
entsprechenden Unterrichtsgang zu erproben.

Eine Evaluation nach Beendigung der Unterrichtsreihe lieferte eine iiber-
wiegend positive Riickmeldung. So gab es hohe Zustimmungswerte zu der Eig-
nung des Forscherhefts bzgl. der Differenzierung, der Uberpriifung des erlang-
ten Verstindnisses, des langen Verharrens bei den Anteilsvorstellungen und
bei der Variabilitit der Aufgaben in dem Forscherheft. Die Kolleginnen und
Kollegen, die das Mini-Whiteboard genutzt hatten, hielten dieses fiir eine hilf-
reiche Methode. Ebenso wurde das Schneiden von realen Reprisentanten und
auch das Falten von Papier fiir sehr hilfreich zur Festigung der Bruchvorstel-
lung bei den Schiilerinnen und Schiilern eingestuft. Dazu fanden sie in dem
Forscherheft viele geeignete Aufgabenstellungen.

Die Lehrkrifte beschrieben den Umgang mit dem Forscherheft als prak-
tisch, da es den Schiilerinnen und Schiilern damit leichter fillt, alles geordnet
abzulegen. Auch ein Zuriickblittern und die Moglichkeit der schnellen Ein-
sichtnahme durch die Unterrichtenden wurden als arbeitserleichternd empfun-
den. Es sei schnell erkennbar gewesen, ob eine Aufgabenstellung oder ein Teil-
aspekt von den Schiilerinnen und Schiilern verstanden worden ist. Die Kosten
fir das doppelseitig gedruckte Forscherheft in DIN-A-5 sind abzuwigen, stellen
aber eine lohnenswerte Investition fiir die Lernenden dar.

Zunichst empfanden manche Lehrkrifte die im Vergleich zum Schulbuch
langsame Vorgehensweise und die detaillierte Erarbeitung als iiberraschend,
um dann aber festzustellen, dass die vielen anschaulichen Aufgaben sehr hilf-
reich waren. Es wurde festgestellt, dass selbst die vermeintlich ,einfachen“ Auf-
gaben nicht immer selbsterklirend waren und auch Erfahrungen aus dem All-
tag nicht immer fehlerfrei in das Gebiet der Mathematik iibertragen werden
konnten. Das Forscherheft konnte von den Kolleginnen und Kollegen gut ge-
nutzt werden, um Redeanlisse zu schaffen und die Lernenden aktiv einzubin-
den. In diesem Zusammenhang trug das Mini-Whiteboard zur weiteren Moti-

8 www.sinus.nrw.de.
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vation und einer schnellen Uberpriifbarkeit von Ergebnissen bei. Ebenfalls als
motivierend wurden die Bonbon-Aufgaben von den leistungsstirkeren Schiile-
rinnen und Schiilern gern gel6st und stolz prasentiert.

Die Kolleginnen und Kollegen stellten mithilfe des Forscherhefts erwar-
tungsgemif? fest, dass schriftliche Begriindungen und das Formulieren in gan-
zen Sitzen den Schiilerinnen und Schiilern schwerfielen. Entsprechende Auf-
gaben sind in den eingefithrten Schulbiichern wenig vorhanden und werden
bisher oft eher ausgelassen. Durch die gréflere Anzahl solcher Aufgaben legten
die Lehrkrifte einen grofderen Fokus auf diesen Aufgabentyp und erkannten im
Laufe der Zeit auch einen Lernzuwachs bei ihren Schiilerinnen und Schiilern.
Lediglich einzelne Lehrkrifte stellten den zeitlichen Umfang der Zeichen- und
Erklirungsaufgaben infrage; sie wollten, wie mit dem Schulbuch gewohnt,
frithzeitig zum ,eigentlichen Rechnen“ kommen.

Die Lehrenden vermissen in den Schulbiichern Anlisse, um {iber Thesen
wie ,Ein Viertel kann verschieden grofl sein“ (FH S.8 Nr. 3) oder ,ein Drittel
kann genauso viel sein wie ein Viertel* (FH S.9 Nr.3) ins Gesprich zu kom-
men. Diese Aussagen hatten im Unterricht zu angeregten Diskussionen ge-
fuhrt und waren laut der Einschitzung der Unterrichtenden fur den Erkennt-
nisgewinn besonders wichtig.

Besonders positiv wurde das Forscherheft auch in den an der Erprobung
beteiligten inklusiven Klassen aufgenommen, in denen Dank des Zusatzmate-
rials gut iiber die im Heft bereits angelegte Differenzierung hinaus gearbeitet
werden konnte.

Abschlieffend wurde von einigen Lehrkriften angeregt, nach dem Vorbild
des Forscherhefts Folgehefte zu entwickeln, um die Fortsetzung der Bruchrech-
nung (aber auch andere Inhalte des Kernlehrplans) entsprechend zu organisie-
ren.

Eine Umfrage bei den Schiilerinnen und Schiilern ergab, dass das For-
scherheft als motivierend empfunden und dass gerne damit gearbeitet wurde.
Das Heft ermdglichte in einigen Bereichen das selbststindige Lernen, ohne
aber gemeinsame Phasen mit dem Austausch von Losungsideen und der Dis-
kussion von Ergebnissen zu vernachlissigen. Dies wurde von den Schiilerin-
nen und Schiilern sehr geschitzt. Sie waren der Meinung, dass das Schneiden
und Falten ihre Vorstellung von Bruchteilen geprigt und gefestigt habe. Den
Schwierigkeitsgrad der Aufgaben im Forscherheft empfanden die Schiilerinnen
und Schiiler als angemessen.

5  Zusammenfassung und Perspektiven

Das Forscherheft hat eine hohe Akzeptanz bei den unterrichtenden Lehrkriften
und den Lernenden. Sein Einsatz wirkt sich motivationssteigernd auf die Ler-
nenden aus. Es entlastet die eingesetzten Lehrkrifte durch eine strukturierte
Planung der Unterrichtseinheit, die leicht umsetzbar ist. Lediglich die Auftei-
lung der Inhalte auf ggf. zwei Jahrginge muss von den Kolleginnen und Kolle-
gen geplant werden — schulinterne Absprachen sind zu beachten. Die Pre- und
Posttests belegen, dass mithilfe des Forscherhefts die inhaltlichen und prozess-
bezogenen Kompetenzen erfolgreich vermittelt wurden.

Ob jedoch die im Unterricht vermittelten Konzepte und Vorstellungen
auch nachhaltig angelegt worden sind, konnte im Rahmen des Projekts nicht
ermittelt werden. Dennoch ist durch die zunehmend sicheren Darstellungs-
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wechsel sowohl ikonisch als auch sprachlich durchaus davon auszugehen, dass
der Prozess des Aufbaus einer langfristig tragfihigen Grundvorstellung gelun-
gen ist. Auch die im Posttest gezeigten Transferleistungen auf noch nicht im
Unterricht vermittelte Kompetenzbereiche kénnen als Indiz dafiir gesehen wer-
den, dass das Lernen erfolgreich war.

Zusammenfassend wird also deutlich, dass die hier beschriebene Unter-
richtseinheit mit einem fachlich-aufbauenden Unterrichtsgang im Vergleich zu
dem in einigen Lehrwerken favorisierten Lernen am Kontext ebenfalls einen
sinnvollen Weg fiir die Bruchrechnung darstellt. Wesentlich erscheint, dass
den Lernenden ausreichend Zeit gelassen wird, die handelnd-anschauliche
als auch die ikonische Ebene sowohl sprachlich als auch handelnd mit dem
Kalkiil zu verkniipfen, um sicher geeignete individuelle Grundvorstellungen zu
Bruchzahlen und der Bruchrechnung aufzubauen.

Perspektiven zur méglichen Weiterentwicklung

Ein Wiederaufgreifen der Unterrichtsreihe und des Forscherhefts in den fol-
genden Jahrgingen in dhnlicher Form ist wiinschenswert. Ebenso wire es
sinnvoll, besonders wichtige Stellen/Stunden der Unterrichtsreihe mit der Me-
thode des ,Lesson Learning effektiver und nachhaltiger zu gestalten (vgl. z. B.
Steffens & Posch, 2019, S.189ff). Dazu ist es notwendig, einzelne Stunden
oder einzelne Bereiche der Reihe zusammen mit Lehrkriften und weiteren Be-
obachtern genau zu analysieren, daraus Anderungen abzuleiten und in nach-
folgenden Stunden erneut durchzufiihren.

Falls das Forscherheft z. B. curricular bedingt nicht im 5. Jahrgang vollstin-
dig bearbeitet werden soll oder kann, bietet es sich an, dieses in der 6. Jahr-
gangsstufe erneut einzusetzen und an das Vorwissen nahtlos anzukniipfen. Bis
dahin nicht genutztes Differenzierungsmaterial kann gut zur Wiederauffri-
schung genutzt werden. Wenn im weiteren Verlauf die Bruchdarstellung mit
der Dezimalzahlschreibweise verkniipft und spiter bei der Prozentrechnung
genutzt wird, empfiehlt es sich, die Verwendung vom Bruchstreifen als wieder-
kehrendes und verlissliches Modell verstindnisférdernd innerhalb der Fach-
schaft zu vereinbaren.

Zwar bietet das Forscherheft bereits an einigen Stellen Auftrige zur Ver-
sprachlichung, jedoch sind viele der zwar im Unterricht etablierten sprach-
lichen Elemente nicht vollstindig in das Forscherheft eingebunden worden.
Aus Sicht der Kolleginnen und Kollegen des SINUS-Sets bestand nicht die Not-
wendigkeit, diese Auftrige im Forscherheft einzubinden, da der Lernerfolg
auch weiterhin mafdgeblich von der gelebten Unterrichtspraxis abhingt. Die
Grenzen zwischen ikonischem und kalkiilhaftem Vorgehen miissen sich insbe-
sondere in der Sprache noch deutlicher voneinander abheben. Dies konnte
durch weitere konkrete Auftrige im Forscherheft bereits etabliert werden.
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